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Predicados e Quantificadores

Como expressar a proposicdo “Para todo niimero inteiro x, o valor de x é positivo.”
usando légica proposicional?

Esta proposicdo contém duas caracteristicas distintas das anteriores:
e predicados,

e e quantificadores.



Predicado

Predicado

O predicado é uma propriedade ou atributo.
Exemplo: x >0
Predicados podem ser representados por funcdes das variaveis a que se referem.

Exemplo: P(x): x & azul.



Predicado

Exemplo: Considere o predicado P(x): x > 3.

Qual o valor-verdade das proposicdes a seguir?



Predicado

Exemplo: Considere o predicado P(x): x > 3.

Qual o valor-verdade das proposicdes a seguir?
e P(2) falso
e P(3) falso

e P(4) verdadeiro



Predicado

Considere o predicado R(x,y,z): x+y = z.

Qual o valor-verdade das proposicdes a seguir?
o R(1,2,3)
e R(3,2,1)

o R(0,0,1)



Predicado

Considere o predicado R(x,y,z): x+y = z.

Qual o valor-verdade das proposicdes a seguir?
e R(1,2,3) verdadeiro
e R(3,2,1) falso

e R(0,0,1) falso



Quantificadores

Quantificadores
Quantificadores s3o expressdes como “para todo”, “para cada”, “para algum”, “existe
um”, que dizem de alguma forma quantos objetos tém uma certa propriedade.



Quantificadores
Quantificador Universal Vx
Lé-se: para todo x, para cada x, todo x.
Exemplo: Vx(x > 0) representa a sentenca:

“Todo nimero x & positivo.”

Quantificador Existencial 3x
Lé-se: para algum x, existe um x, pelo menos um x.

Exemplo: 3x(x > 0) representa a sentenga:

“Existe um namero x positivo.”



Dominio
O valor-verdade de uma expressido depende do dominio da variavel.
Exemplo: Vx(x > 0)

Dominio: nimeros naturais.
Valor-verdade: verdadeira.

Dominio: nGimeros inteiros
Valor-verdade: falsa. (Contraexemplo: x = —2, x = —10, entre outros.)

Exemplo: 3x(x > 0)

Se o dominio contém um nimero positivo, entdo a expressdo é verdadeira. Caso
contrario, é falsa.



Dominio

Exemplo: dé o valor-verdade das expressdes |ogicas a seguir.
Dominio: todos os livros da biblioteca da UTFPR - Ponta Grossa
P(x): x tem capa vermelha.

VxP(x)

IxP(x)



Dominio

Exemplo: dé o valor-verdade das expressées |6gicas a seguir.
Dominio: todos os livros da biblioteca da UTFPR - Ponta Grossa
P(x): x tem capa vermelha.

VxP(x) falso

IxP(x) verdadeira
(Deve existir algum livro com capa vermelha na bibliotecal)



Dominio

Dé o valor-verdade da expressdo logica:

e VxP(x), onde P(x): x & um vegetal.
Dominio: todas as arvores frutiferas.

e VxP(x), onde P(x): x é positivo ou negativo.
Dominio: nGmeros inteiros.

e dxP(x), onde P(x): x > 3. Dominio: nimeros reais.

e JxP(x), onde P(x): x = x + 1. Dominio: nameros reais.



Dominio

Dé o valor-verdade da expressdo logica:

e VxP(x), onde P(x): x & um vegetal.
Dominio: todas as arvores frutiferas. verdadeiro

e VxP(x), onde P(x): x é positivo ou negativo.
Dominio: nameros inteiros. falso

e JxP(x), onde P(x): x > 3. Dominio: nameros reais. verdadeiro

e dxP(x), onde P(x): x = x + 1. Dominio: numeros reais. falso



Prioridade dos Quantificadores

Os quantificadores tém prioridade sobre qualquer conectivo da l6gica proposicional:
dzz>0AZz> =2 # 3z2(z> 0N 2% =2)

dzz>0AN2>=2=32(z>0)AZ2* =2

VxP(x) V Q(x) = ¥x(P(x)) V Q(x)

VxP(x) V Q(x) # Vx(P(x) V Q(x))



Equivaléncias Légicas Quantificadas

Cuidado com as equivaléncias entre expressdes quantificadas compostas:
Yx(P(x) A Q(x)) = ¥xP(x) A VxQ(x)
Yx(P(x) V Q(x)) # ¥xP(x) V ¥xQ(x)
Ix(P(x) V Q(x)) = IxP(x) V IxQ(x)

Ax(P(x) A Q(x)) # IxP(x) A IxQ(x)



Férmulas bem formadas (wffs)

Expresses devem obedecer regras de sintaxe para serem férmulas bem formadas:
e P(x)Vx A Jy ndo & uma wif.
o Vx(P(x) — Q(x)) é uma wif.

e (3x)S(x) Vv (Vy)T(y) € uma wif.



Escopo dos Quantificadores

Terminologia

O escopo de um quantificador é o contexto que o mesmo abrange.

Se n3o ha parénteses, o escopo é o predicado seguinte. Caso contréario, o escopo é
determinado pelo préximo paréntese e/ou colchete a direita.

Exemplos

AxP(X) V VyT(y)
O escopo de 3x é P(x) e o escopo de Vy & T(y).

Ix[A(x) AVy(B(x,y) = C(y))]

O escopo de 3x & A(x) AVy(B(x,y) = C(y).

( b
(¥)-

O escopo de Vy é B(x,y) — C



Variaveis livres

Terminologia

Se uma variavel aparece em alguma férmula bem formada e ndo faz parte de nenhum
quantificador, ent3o & uma variavel livre.

Exemplo: y & uma variavel livre em (Vx)[Q(x,y) — (3y)R(x,y)],

porque y ocorre pela primeira vez sem estar acompanhado de um quantificador.



Variaveis livres

Exemplo: Considere o dominio de todos os nimeros inteiros.
P(x): x>0
Qual o valor verdade de P(y) A P(5)?

Qual o valor verdade de P(y) v P(5)?



Variaveis livres

Exemplo: Considere o dominio de todos os nimeros inteiros.
P(x): x>0

Qual o valor verdade de P(y) A P(5)?

Qual o valor verdade de P(y) v P(5)? verdade

Observe que, nos dois casos, y € uma variavel livre, ndo estd associada a um
quantificador.



Traducdo
Muitas frases podem ser escritas por predicados l6gicos.

Considere a frase: “Todo papagaio é feio.”

E o mesmo que dizer: “Para qualquer coisa, se essa coisa é um papagaio, ent3o é feio.”




Traducdo

Muitas frases podem ser escritas por predicados l6gicos.
Considere a frase: “Todo papagaio é feio.”

E o mesmo que dizer: “Para qualquer coisa, se essa coisa é um papagaio, entdo é feia.”

Sejam P(x): x & um papagaio e F(x): x é feio.

Simbolicamente: Vx(P(x) — F(x)).



Traducdo

Dica: ‘o quantificador universal e o conectivo de implicacio quase sempre est3o juntos.”

Poderiamos substituir, neste contexto, Vx(P(x) — F(x)) por Vx(P(x) A F(x))?



Dica: ‘o quantificador universal e o conectivo de implicacio quase sempre est3o juntos.”

Poderiamos substituir, neste contexto, Vx(P(x) — F(x)) por Vx(P(x) A F(x))? Nao!
nem tudo no mundo é papagaio feio!



Traducdo

Considere a frase: “Existe um papagaio feio.”
E o mesmo que dizer: “Existe uma coisa, que é um papagaio e é feia.”
Sejam P(x): x & um papagaio e F(x): x é feia.

Simbolicamente: 3x(P(x) A F(x)).



Traducdo

Dica: ‘o quantificador existencial e o conectivo N\ quase sempre estdo juntos.”

Poderiamos substituir, neste contexto, Ix(P(x) A F(x)) por Ix(P(x) — F(x))?



Traducdo

Poderiamos substituir, neste contexto, Ix(P(x) A F(x)) por Ix(P(x) — F(x))?
O que precisa acontecer para que nosso predicado seja verdade?
Basta ndo existir papagaios.

Mas se ndo existir, entdo ndo existe um papagaio feio. (Que é o que queriamos
afirmarl).

A implicacdo n3o traduziu exatamente o que queriamos dizer.



Traducdo

Considere M(x): x € um mamifero, Q(x): x & quadrapede,
B(x): x gosta de brincar, onde o dominio sdo todos os animais.

Escreva predicados bem formados para as seguintes proposices:

1. Todos os mamiferos gostam de brincar.

2. Alguns mamiferos quadripedes gostam de brincar.

3. Todos que gostam de brincar sdo mamiferos ndo quadrapedes.

4. S6 mamiferos quadrapedes gostam de brincar.



Traducdo
Considere: M(x): x € um mamifero, Q(x): x & quadripede,
B(x): x gosta de brincar, onde o dominio sdo todos os animais.

Escreva predicados bem formados para as seguintes proposicdes:

1. Todos os mamiferos gostam de brincar.
Vx(M(x) = B(x))

2. Alguns mamiferos quadripedes gostam de brincar.
Ix(M(x) A Q(x) A B(x))

3. Todos que gostam de brincar sdo mamiferos ndo quadrapedes.
Vx(B(x) = M(x) A Q(x)")

4. S6 mamiferos quadrapedes gostam de brincar.
Vx(B(x) = M(x) A Q(x))



Quantificadores Agrupados

Terminologia

Dois quantificadores estdo agrupados se um esta no escopo do outro.
Exemplo: Vx3y(x +y = 0).
Escopo de Jy: (x +y = 0).

Escopo de Vx: Jy(x +y = 0).



Quantificadores Agrupados

Exemplo: o que significam as seguintes expressdes?
Dominio: todos os nimeros reais.

VxVy(x +y =y + x).

VXYVZ(x + y) + 2) = x + (v + 2)).

VxVy((x > 0) A (y <0) = xy <0).



Quantificadores Agrupados

Exemplo: o que significam as seguintes expressdes?
Dominio: todos os nimeros reais.

VxVy(x +y =y +x).
A ordem dos termos n3o altera o resultado.

VxVyVz((x +y) + z) = x + (y + 2)).
A ordem das somas n3o altera o resultado.

VxVy((x > 0) A (y < 0) = xy < 0).
Multiplicagdo de nimeros com sinais distintos é negativa.



Ordem dos Quantificadores

Se os quantificadores ndo sdo todos universais (ou todos existenciais) entdo a ordem
dos quantificadores faz diferenca na interpretac3o.

Exemplo: seja P(x,y): x+y =y + x e o dominio dos nimeros reais.
Qual o valor verdade para VxVyP(x,y)?

Qual o valor verdade para VyVxP(x,y)?

Exemplo: seja Q(x,y): x+ y = 0 e o dominio dos nameros reais.
Qual o valor verdade para Vx3yQ(x, y)?

Qual o valor verdade para JyVxQ(x, y)?



Ordem dos Quantificadores

Se os quantificadores ndo sdo todos universais (ou todos existenciais) entdo a ordem
dos quantificadores faz diferenca na interpretac3o.

Exemplo: seja P(x,y): x+y =y + x e o dominio dos nimeros reais.
Qual o valor verdade para VxVyP(x,y)? verdadeiro

Qual o valor verdade para VyVxP(x,y)? verdadeiro

Exemplo: seja Q(x,y): x+ y = 0 e o dominio dos nameros reais.
Qual o valor verdade para Vx3yQ(x, y)? verdadeiro

Qual o valor verdade para JyVxQ(x, y)? falso



Valor-verdade das Expressées

Quando uma expressdo VxP(x) é falsa?

Quando uma expressdo IxP(x) é falsa?



Valor-verdade das Expressées

Quando uma expressdo VxP(x) é falsa?
Quando existe um x no dominio que n3o satisfaz P(x)
Quando uma expressdo IxP(x) é falsa?

Quando todo x do dominio n3o satisfaz P(x)



Negacdo com Quantificadores

Para negar uma expressdo VxP(x) é suficiente descrever por uma férmula bem formada
quando essa sentenca é falsa:

(VxP(x)) = 3x(P(X)")

Para negar qualquer expressio da légica de predicados é suficiente descrever por uma
férmula bem formada quando essa sentenca é falsa:

(3xP(x)) = Vx(P(X)")



Negacdo com Quantificadores Agrupados
Escreva a negacdo de cada uma das sentencas:

o VxVyP(x,y)

o Vx3yP(x,y)

e IxVyP(x,y)

e Ix3JyP(x,y)



Negacdo com Quantificadores Agrupados
Escreva a negacdo de cada uma das sentencas:

o VxVyP(x,y)
IxJy (P(x,y)).

e Vx3yP(x,y)
IxVy(P(x,y)').

e IxVyP(x,y)
Vx3y(P(x,y)").

e Ix3JyP(x,y)
VxVy(P(x,y)").



Negacdo com Quantificadores Agrupados

Negue a sentenga: Vx3Jy(xy = 1).



Negacdo com Quantificadores Agrupados

Negue a sentenga: Vx3Jy(xy = 1).

(VxJy(xy =1))" = Ix([Fy(xy = 1))’

= IxVy(xy = 1) = IxVy(xy # 1)



Traducdo

Considere C(x): x tem um computador e F(x,y): x e y sdo amigos.
Dominio: estudantes da UTFPR.

Traduza: Vx(C(x) VvV 3y(C(y) A F(x,y)).

Considere F(x,y): x e y sdo amigos.
Dominio: estudantes da UTFPR.

Traduza: IxVyVz(F(x,y) A F(x,z) ANy # z — F(y,z)").



Traducdo

Considere C(x): x tem um computador e F(x,y): x e y sdo amigos.
Dominio: estudantes da UTFPR.

Traduza: Vx(C(x) VvV 3y(C(y) A F(x,y)).

Todos tém um computador ou tém um amigo que tem um computador.

Considere F(x,y): x e y sdo amigos.
Dominio: estudantes da UTFPR.

Traduza: IxVyVz(F(x,y) A F(x,z) ANy # z — F(y,z)").

Existe um estudante tal que quaisquer dois amigos dele ndo sdo amigos entre si.



Traducdo

Traduza: Se uma pessoa é do sexo feminino e tem filhos, entdo ela é m3e de alguém.



Traducdo

Traduza: Se uma pessoa é do sexo feminino e tem filhos, entdo ela é m3e de alguém.
P(x): x é do sexo feminino.

Q(x): x tem filhos.

M(x,y): x € m3e de y.



Traducdo

Traduza: Se uma pessoa é do sexo feminino e tem filhos, entdo ela é m3e de alguém.
P(x): x é do sexo feminino.

Q(x): x tem filhos.

M(x,y): x € m3e de y.

Vx(P(x) A Q(x) — JyM(x,y)).



Traducdo

Traduza: Se uma pessoa é do sexo feminino e tem filhos, entdo ela é m3e de alguém.
P(x): x é do sexo feminino.

Q(x): x tem filhos.

M(x,y): x € m3e de y.

Vx(P(x) A Q(x) — JyM(x,y)).

Como y ndo aparece em P(x) A Q(x), podemos reescrever:
WAy (P(x) A Q(x) — M(x.y))



Traducdo

Traduza: Todos tém exatamente um melhor amigo.



Traducdo

Traduza: Todos tém exatamente um melhor amigo.

P(x,y): x & o melhor amigo de y.
Atenc3do: n3o inclua quantificadores nos predicados!



Traducdo

Traduza: Todos tém exatamente um melhor amigo.

P(x,y): x & o melhor amigo de y.
Atenc3do: n3o inclua quantificadores nos predicados!

Vy31xP(x, y).



Traducdo

Traduza: Todos tém exatamente um melhor amigo.

P(x,y): x & o melhor amigo de y.
Atenc3do: n3o inclua quantificadores nos predicados!

Vy31xP(x, y).
Vyax(P(x,y) A (3zP(z,y) — z = x)).

Vy3dx(P(x,y) A (Vz(z # x = P(z,y)))).
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