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Este material & preparado usando como referéncias os textos dos seguintes
livros.

GERSTING, Judith L., Mathematical Structures For Computer Science:
A Modern Approach to Discrete Mathematics, 6th ed., 2007.

MAMBER, Udi, Introduction to Algorithms: a Creative Approach, 1st
ed., 1989.

ROSEN, Kenneth H., Discrete Mathematics and its applications, 6th ed.,
2007.
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Fundamentos da Inducdo Matematica

Se desejamos provar que uma propriedade P(n) é verdade para qualquer
ndmero inteiro n, onde n > 1, podemos executar os seguintes passos:
® Provar P(1), ou seja, que a propriedade vale quando n = 1.

@® Mostrar que P(k) — P(k + 1), para algum inteiro k.

Ou seja, provar que se a propriedade vale para k, entdo também vale
para o namero k + 1.
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@ Provar P(1).

® Mostrar que P(k) — P(k + 1), para algum inteiro k.

Dessa forma, pelo item (1), a afirmac¢do P(n) é verdade para n = 1.
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Fundamentos da Inducdo Matematica

® Provar P(1).

@® Mostrar que P(k) — P(k + 1), para algum inteiro k.

Dessa forma, pelo item (1), a afirmac¢do P(n) é verdade para n = 1.

Pelo item (2), se P(1) é verdade, entdo P(2) é verdade.

Sheila Almeida (DAINF-UTFPR-PG) Inducdo Matematica junho - 2018

5 /38



Fundamentos da Inducdo Matematica

® Provar P(1).
@® Mostrar que P(k) — P(k + 1), para algum inteiro k.

Dessa forma, pelo item (1), a afirmagdo P(n) é verdade para n = 1.
Pelo item (2), se P(1) é verdade, entdo P(2) é verdade.

Pelo item (2), ja que P(2) é verdade, entdo P(3) é verdade.
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Fundamentos da Inducdo Matematica

® Provar P(1).

@® Mostrar que P(k) — P(k + 1), para algum inteiro k.

Dessa forma, pelo item (1), a afirmagdo P(n) é verdade para n = 1.
Pelo item (2), se P(1) é verdade, entdo P(2) é verdade.

Pelo item (2), ja que P(2) é verdade, entdo P(3) é verdade.

E assim sucessivamente!

Consequentemente, pelas provas (1) e (2), P(n) é verdade para todo
inteiro n > 1.
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Etapas da Inducdo

Passos para uma prova por inducdo matematica:

@ Base: provar que vale para o menor inteiro considerado no enunciado.

® Hipoétese de inducdo: considerar que o enunciado é verdadeiro para
algum inteiro k.

© Passo da inducdo: provar que quando o enunciado € verdade para k,
ele também é verdade para k + 1.

O passo da indugdo é a prova da implicagdo P(k) — P(k + 1).
Observe que ja assumimos a hipétese P(k) para uma prova direta.
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Exemplos

Conjectura: 1+2+3+...+n:@.

Base: O primeiro nimero na sequéncia a ser somado é o namero 1.

Ent3o, devemos provar que a férmula é verdade para n =1, ou seja, que 1
= % quando n=1.

< n(n+1) _ 1(141) _
Pela férmula proposta, =% = =5~ = 1.

2

Entdo, para n = 1, a férmula apresenta o resultado esperado.

o =3 = = DAC
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Exemplos

Conjectura: 1 +2+3+...+n

n(n+1)
= =5

Hipdtese de inducdo: Suponha que

k(k+1
1+243... +k= (k+1)

7 para algum inteiro k.

Com essa suposicdo, vamos tentar provar o passo, ou seja, que a férmula
também vai responder corretamente se somarmos
14243+...k+(k+1).
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Exemplos

Conjectura: 1+2+3+...+n

_ n(n+1)
=

Passo: Queremos saber quanto vale 1 +2+3...k+ (k+1)
Vamos manipular o somatério

14+2+3.. . k+(k+1)
para tentar chegar a mesma férmula que nos foi dada no enunciado,
quando n = k + 1:

n(n+1)  (k+1)(k+1+1)  (k+1)(k+2)
2 2
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Exemplos

Conjectura: 1+2+3+...+n=@.

Hipotese de inducdo: 1 4+2+3...+ k= @, para algum inteiro k.

Passo:

Assumindo que a hipétese de inducdo é verdade, ent3o:

k(k+1
1+2+3...+k+(k+1):(2)+(k+1):

k(k+1)+2(k+1) (k+2)(k+1)
2 B 2
Entdo a formula estd correta para o caso n = k + 1. O

& E E 9DAC
Sheila Almeida (DAINF-UTFPR-PG) Inducdo Matematica junho - 2018 12 / 38



Encontre uma férmula para a soma dos n primeiros niimeros impares. l

n=1 1=1

n=2 1+3=14

n=3 1+3+5=9
n=4 1+3+5+7=16
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Encontre uma férmula para a soma dos n primeiros niimeros impares. l

n=1 1=1

n=2 1+3=14

n=3 1+3+5=9
n=4 1+3+5+7=16

Observando o padrio, é possivel criar a seguinte conjectura:

1+3+5+...+2n—1=n?
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Conjectura: 1 +3+5+...+2n—1=n?

Base: Ja mostramos que a férmula funciona para os casos n =1, n =2,
n=3e n=4 (slide anterior).

Hipdtese de inducdo: Suponha que

para um inteiro k.

14+3+5+4+...+2k—1=Kk,
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Exemplos

Conjectura: 1 +3+5+...+2n—1=n?

Passo: Vamos provar que se a hip6tese é verdadeira, entdo o resultado do
somatério quando n = k + 1:

14+3+5+...+2(k+1)—1

também é igual ao da férmula quando n = k +1: n? = (k + 1)
Passo: 1 +3+5+...+2k —14+2(k+1)—1

pela hipétese de inducdo, é igual a:
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k2 +2(k+1)—1=Kk>+2k+1=(k+1)2

Inducdo Matematica

D¢
junho - 2018 16 / 38



Exemplos

Note que o resultado da soma dos n primeiros niimeros impares € o mesmo
que obtemos quando substituimos n por k 4+ 1 na férmula do enunciado:

14+3+...+2(k+1)—1=(k+1)%.

Entdo a férmula estd correta para o caso n = k + 1.

Como mostramos que a férmula vale para n =1 e, se for verdade para um
inteiro n = k, ent3o é verdade para n = k + 1, a prova estd completa. [
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Exemplos

Conjectura: 1 +24+22 4 .. 427 =2l _ 1

Base: Observe que a sequéncia é a soma das poténcias 2/ para i variando
de 0 até n.

Quando a soma contém apenas 1 nimero, trata-se da poténcia 2°, entdo o
primeiro caso a se testar na base é n = 0.

20 —1.

Usando a férmula da conjectura para n = 0, temos:
M0 _1=021-1=2-1=1

A soma da sequéncia e o valor dado pela férmula s3o iguais. Ent3o, a
férmula esta correta quando n = 0.

Qe

[m] = = =
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Exemplos

Conjectura: 1 +2+224 .. f2" =21 _1

Hipé6tese de inducdo: Suponha que é verdade que

1424224 .. +2k=2k"1_1 para algum inteiro k.
Passo: Vamos manipular a soma

1424224 .. 420D
para tentar chegar 3 mesma férmula dada no enunciado, quando n = k+1
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Exemplos

Passo: Assumindo que a hipétese de inducdo é verdade, ent3o:
142422 4 .. 42k g okl — okl _q 4 oktl
2/<+1 -1 + 2k+1 —_ 2(2/<+1) —1= 2(k+1)+1 — 1= 2k+2 1.

Como a férmula dada no enunciado é igual & que encontramos para o caso
n=k+1, ela estd correta. O
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Exemplos

3

Conjectura: n®> — n é divisivel por 3, para todo niimero inteiro positivo n.

Base: Considerando n = 0, temos:

Como 0 é divisivel por 3 entdo, a férmula esta correta para o caso base
com n = 0.

Hipotese de inducdo: Suponha que

k3 — k & divisivel por 3, para algum inteiro k > 0.

[m] = = =
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Exemplos

Conjectura: n®

— n é divisivel por 3, para todo niimero inteiro positivo n.

Passo: Agora, devemos mostrar que (k +1)3 — (k + 1) & divisivel por 3

(k+1)* —(k+1) = (K +3k? + 3k +1) — (k+ 1)
=Kk +3k2+3k+1-k-1

Pela hipétese, k3 — k & divisivel por 3. Entdo k3 —k=3x,x€Z.

K34 3Kk% 43k +1 — k — ) = 3x +3k? + 3k = 3(x + k® + k)
Como k, x € Z, conclui-se que (k + 1)® — (k + 1) & divisivel por 3.
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divisivel por x — 1

Conjectura: Para qualquer par de nameros naturais, x e n, x" — 1 é

A inducdo é em n.

Base: n=1

Quando n=1, tem-se x" —1 =x!} — 1 =x—1, que é divisivel por
Portanto, o Teorema vale quando n = 1.

x — 1.

Inducdo Matematica
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Exemplos

Conjectura: Para qualquer par de nameros naturais, x e n, x" — 1 é
divisivel por x — 1

Hipé6tese de inducdo: Suponha que é verdade que x¥ — 1 & divisivel por
x — 1, para qualquer k natural.

Entdo, xk

—1=a(x — 1), para algum valor a inteiro.
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Exemplos

Conjectura: Para qualquer par de nimeros naturais, x e n, x" — 1 é
divisivel por x — 1

Passo: Vamos provar que, se a hip6tese é verdadeira, entdo x(k*1) — 1 &
divisivel por x — 1.

XD 1 = x(xF) =1 =x(x*) = x4+ x—1=x(x 1)+ x-1=

Pela hipétese de inducdo:
x(xF=1)4+x—1 = x[a(x—1)]+x—1 = ax(x—1)+(x—1) = (ax+1)(x—1)

Portanto, x(A*1) —1 = (ax + 1)(x — 1) & divisivel por (x —1).
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Exemplos

Conjectura: a+ar+ar> +... +ar" =

. arn+1_a
r—1

na qual:

Observe que trata-se da soma dos termos de uma Progressdo Geométrica
e 0 primeiro termo é a;

e arazao ér;

e a quantidade de termos que serdo somados é n.

O enunciado apresenta uma férmula para calcular o valor da soma dos
termos ar/, com j variando de 0 a n.
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Exemplos

ar"tl_a
r—1

Conjectura: a+ar+ar’> +... +ar" =

Base: Vamos verificar se a formula esta correta quando n = 0:

0

Como n =0, a sequéncia tem apenas o elemento ar” = a. Entdo a soma é

a.

< . . n+1__ .
A férmula diz que o resultado dessa soma & #———2, substituindo n por
zero:

ar°+1—a_ar—a_a(r—1)_a(,r//1’)_a

r—1 r—1 r—1 r—T

Entdo a férmula esta correta para o caso n = 0.

] = =
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Conjectura: a+ar+ar> +... +ar" = %11_3
Hipétese de inducdo: Suponha que

atar+ar’+...+ark=

ark+1

r—1

, para algum inteiro k > 0.

A
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Conjectura: a+ar+ar’> +... +ar"

_ ar"tl—a

r—1

Passo: Vamos verificar se o valor da soma a+ar+ ar® + ...+ ark + ark+
é como descrito pela férmula do enunciado, quando n = k + 1.
Pela hipétese de inducdo:

1
k+1
arktl _ 4
atartart+ .. . +arkyarktl = :
r J—
ark+1

+ arktl
k+1 k+1
ar —a—+(r—1)ar

LI (r—1)

r J—
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r—1
ar"tl_a
r—1

ar**t —a+ (r—1)ar*™  r(ar*™)—a

ark+2 _
r—1
Note que se substituirmos o valor de n pelo valor de k + 1 na férmula
, obtemos o mesmo resultado:

a
r—1
ar(kHD+L _ 5 g2 _ g
r—1 o or—1
Portanto, a férmula esta correta.
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Problemas de Desigualdade

Conjectura: Se n é um ndmero natural e 1 + x > 0, entdo
(I1+x)">1+ nx.

A prova é por inducdo em n.
Base: n=1: (1+x)!>1+1x

1+x>1+x
Hipd6tese de inducdo: Considere n = k, um nimero natural. Suponha que
(l—i—x)k > 1+ kx.

[m] = = =
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Problemas de Desigualdade

Conjectura: Se n é um nimero natural e 1 + x > 0, entdo
(14+x)">1+ nx.

Passo: Vamos verificar se (1 + x)k*1 > 1 + (k 4+ 1)x.
(14 x)k*1 = (1 4+ x)(1 + x)k, por propriedades da exponenciacio.

Pela hipétese de inducdo:
(14+x)1+x)" > (14 x)(1+kx) = 14+ kx + x+ kx®> = (k+1)x + 1+ kx?

Como k é natural e x2 > 0, sabemos que kx? > 0. Entio,

(k+1)x+1+k*>>(k+1)x+1. O
=} =
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Problemas de Desigualdade

Base:

Conjectura: Se n é inteiro e n > 0, entdo n < 2".

Vamos provar que o enunciado vale quando n =20
0<2°
0<1
Portanto, é verdade neste caso.

tal que kK > 0.

Hipé6tese de inducdo: Suponha que k < 2%, para algum valor inteiro k,
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Problemas de Desigualdade

Conjectura: Se n é inteiro e n > 0, entdo n < 2". I
Passo: Pela hipétese de inducdo, k < 2k.

Somando 1 em ambos os lados, a desigualdade permanece

k+1<2k41.
Como k >0, 1 < 2k,

Entdo, 2K +1 < 2k4 2k = 2(2K) = 2k+L,

Sheila Almeida (DAINF-UTFPR-PG)
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Problemas de Desigualdade

Conjectura: Se n é inteiro e n > 4, entdo 2" < nl.

Base: Como n > 4, devemos verificar se a férmula esta correta para n = 4.
2" =2% =16
Pela férmula: n! =41 =43.2.1 =24

16 < 24, é verdade!

Entdo, a formula estd correta para o caso em que n = 4.

[m] = = =
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Conjectura: Se n é inteiro e n > 4, entdo 2" < n!

Hipdtese de inducdo: Suponha que

para algum inteiro k > 4.

2k <« kI
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Problemas de Desigualdade

Conjectura: Se n é inteiro e n > 4, entdo 2" < nl. I

Passo: Agora, devemos mostrar que 2(k+1) < (k 4-1)!

Note que 2kt1 = 2.2k e pela hipétese indutiva 2K < k!, entZo:

2k+l = 2.2k < 2 kI.

Como k > 4 sabemos que 2 < k + 1 e substituimos:

2K+l < 2 k!l < (k+1).k! = (k+1).(k).(k = 1).(k —2)...3.21 = (k+1)!

Logo, 2Kt1 < (k + 1)! O

[m] = = =
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Problemas de Desigualdade

Conjectura: %+%+%+...+l<1.

2n

Base: Quando n =1, tem-se: 2% = % < 1 e a conjetura é verdadeira.
Hipotese de indugdio: 5 + 7 + 3 + ...+ 5 < L, para algum inteiro .

Passo: §+}T+%+-'-+21—k+%=

Pela hipétese de inducdo,
T+iG i+ ) <E+3(D) =1 O

] = =
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