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Este material é preparado usando como referéncias os textos dos seguintes
livros.

Anamaria GOMIDE e Jorge STOLFI. Elementos da Matematica
Discreta para Computacio. disponivel em Elementos da Matematica
Discreta para Computacio.

U. MAMBER, Introduction to Algorithms: a Creative Approach,
Addison Wesley, 1st ed., 1989.

Kenneth ROSEN. Discrete Mathematics and Its Applications.
McGraw-Hill Education, 6th edition (July 26, 2006).

Thomas H. CORMEN, Charles E. LEISERSON, Ronald L. RIVEST, Clifford
STEIN. Introduction to Algorithms, 2 ed., 2001.
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Somatoérios

Definicao

Somatério (ou Somatéria) é uma forma abreviada de escrever a soma de
um conjunto de parcelas que obedecem algum padrio que pode ser
representado matematicamente.

Exemplo:

20 4ol 4 02 4 03 4 4 0k

E a soma de parcelas que s3o todas poténcias de 2 consecutivas, a partir de
20,
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Somatoérios

Definicao
Somatério (ou Somatéria) é uma forma abreviada de escrever a soma de

um conjunto de parcelas que obedecem algum padrio que pode ser
representado matematicamente.

Outro exemplo:

14+3+5+7+...+2n+1

E a soma de parcelas que sdo nimeros impares consecutivos, a partir do
nimero 1.
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Somatoérios - Notacdo Sigma

O Somatério é também chamado de Notacdao Sigma e pode ser escrito da
seguinte forma:

> f(k)
k=m

ou

2 k=m f(K)

Deve-se incluir na soma todos os valores de f(k), desde que k > m e
k <n.

Quando m > n, >~} f(k)=0.
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Somatoérios - Notacdo Sigma

Exemplo:

100
2°+21+22+...+2100222’<
k=0

Outro exemplo:

1+3+54+...+@2n+1)=>"7",2i+1

A variavel k do primeiro exemplo e a varidvel i do segundo exemplo s3o
chamadas de variaveis indexadoras.
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Exemplo: Seja A={1,2,7,8}

D k(O—k)=1x8+2xT+7x2+8x1=44
keA
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Podemos provar que:

Também podemos deduzir:

K — n(n+1)
k=1 2
n
ok —ontl _ 1
k=0

n
}:1:1+1+1”_+1:nx1:n
k=1
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Podemos substituir o intervalo definido para a variavel indexadora, desde
que facamos ajustes no somatério:
Substituindo k por i = k + 1:

n

n+1
a3 o
k=0 i=1
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Pode-se colocar constantes em evidéncia:
n

k=1

> clk+5)=c(l+5)+c(2+5) +c(3+5)+...+c(n+5)=

=c[(1+5)+2+5)+B+5)+...+(n+5)] :czn:(k-l-S)
k=1
De forma geral,

n

>

k=m

n
cf(k)=c Y f(k)
k=m
<O «Fr «=> «E» E DAC
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Manipulacdo de Somatoérios

Um somatério de somas pode ser substituido por uma soma de somatérios:

Y f(k) +g(k)=F(1)+g(1) + £(2) +g(2) +...+f(n) + g(n) =
k=1

= F1)+F(2)+...+F(n)+g(1)+g(2)+...+g(n) =D flk)+> g(k)
k=1 k=1
De forma geral,
Zf(i)+g(i) = Zf(i)+2g(i)
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Exemplo:

k=1

n n n
PRCTERIES SRR g
k=1 k=1

n+1

n

=D %=X
i=2 k=1

n n
= E Xj + Xpt1 — X1 — E Xk
i=1 k=1

n n
Xj — E Xk + Xpy1 — X1
i=1 k=1

= Xp+1 — X1
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Um somatdrio telescépico é um somatério em que o segundo termo de
uma parcela cancela o primeiro termo da préxima (ou vice-versa).

Um exemplo é o somatério visto no altimo exemplo.
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Manipulacdo de Somatoérios

Vamos usar a propriedade dos somatérios telescépicos para calcular

> k=1 K.
Observe que (k +1)% = k3 + 3k? + 3k + 1.

Entdo, (k + 1) — k3 =3k + 3k + L.

n n
D (k+1P° = k) =D (3k* +3k +1)
k=1 k=1
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zn:((k +1)° —k

k=1

k=1
Observe que o lado esquerdo é um somatério telescépico:

3= zn:(3k2 +3k+1)

23 13133 03143 33,

+m—(n-1P2+(n+1)>3-n

=134+ (n+1)°

=(n+1)*-1
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Ent3o,
n

> ((k+1)° -k

n
)= (3k*+3k+1)
k=1

pode ser reescrito:

k=1

n n n
(n+1*-1=3) K+3> k+) 1
k=1 k=1 k=1
Portanto,

32n:k2=(n+1)3—1—32n:k—2n:1
k=1 k=1 k=1

1
:(n+1)3—1—3$—n
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Manipulacdo de Somatoérios

1
32/8 (n+1) —1—3"(”2+)—n

1
:(n+1)(n2+2n—|—1)—1—3n(nz+)—n

2(n”? +2n+1)(n+1) 2-1 3n(n+1) 2n

2 2 2 2

(2 +4n+2-3n)(n+1) 2(n+1)
B 2 2

(@r*+n+2-2)(n+1) (2n*+n)(n+1)
- 2 B 2
n(2n+1)(n+1)
B 2
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3ik2 _ n2n+1)(n+ 1)
k=1
Entéol

2

_ @+ 1)(n+1)
k=1 o -
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Somatérios Mltiplos

Os termos de um somatério podem estar em funcio de mais de uma
varidvel indexadora:

> fi))
1<i<3
5<,<8

= f(1,5) + f(1,6) + f(1,7) + f(1,8)
+£(2,5) + £(2,6) + (2,7) + £(2,8)

+£(3,5) + £(3,6) + £(3,7) + £(3,8)

Sheila Almeida (DAINF-UTFPR-PG) Somatérios junho - 2018

19 / 30



Pode-se escrever:

5<j<8

Z 3 8
1<i<3 Y
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Observe:

= f(1,5) + £(1,6) + F(1,7) + (1,8)
+£(2,5) + £(2,6) + £(2,7) + £(2,8)

+f(3,5) + £(3,6) + f(3,7) + f(3,8)

= f(1,5) + f(2,5) + f(3,5) + f(1,6) + f(2,6) + (3,6)

+(1,7)+f(2,7)+ f(3,7) + f(1,8) + f(2,8) + £(3,8)

=] F = E E DA



Portanto,

i=1 j=5

3 8 8 3
S FUN=DD FL) =D fi)
1<i<3
5<,<8

Jj=5 i=1
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Ha casos em que uma das variaveis indexadoras depende da outra

ZZ% = Z alu

i=1 j=i 1<i<)

=aj1+ap2+ai3zt+aias+

.+ ain
‘a2 t+axstaxs+...+ax,
+as3+asas+ + azn+

+ dn—1,n—1 + an—1,n

)
+an,n
«O>» «F»r « » Q>
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Nesses casos, pode—se escrever:

ZZ%‘FZZ%
i=1 j=i j=1i=1
=ai1tap2taizt+as+

'+al,n
+axp2t+axstaxs+...+ax,
+a33tazst+...+azn+

it
it
v

+ dn—1,n—1 + dn—1,n
+ an,n
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Distributividade dos Somatdrios

(Z f(f)> (Zg(j))
i=1 j=1
=(f(+fQ)+fB)+...+f(n)][g(1)+g(2)+ ...+ g(m))
=f(1)g(l)+ f(1)g(2) + ...+ f(1)g(m)
+f(2)g(1) +f(2)g(2) + ...+ f(2)g(m)
+1(3)g(1) + f(3)g(2) + ...+ f(3)g(m) + ...

+f(n)g(1)+ f(n)g(2) + ...+ f(n)g(m)
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Distributividade dos Somatdrios

Observe que

..+ f(1)g(m)
.+ f(2)g(m)
.+ f(3)g(m)+...

..+ f(n)g(m)
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Somas de Séries Geométricas

Por que S 2/ = 2k+1 _17?

Quando temos um niimero binario axax_1ak—23k—3...4dg € qUEremos
converté-lo para a base decimal, fazemos:

ak(2) + a1 (271 + ak-2(2" %) + a3 (20 + .+ 20(2°)

Quando a; = 1, para todo i € [0, k], temos:

2/(_’_2/(—1_’_2/(—2_"_2/(—3_*_”._’_20
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Somas de Séries Geométricas

Parece dificil calcular 2K 4 2k=1 4 k=2 4 ok=3 o 4 20
E quando somamos mais 1 na base binaria?
11111111...1+ 1 =100000000...0

primeiro termo da soma: k + 1 digitos

resultado da soma: k + 2 digitos.

Na conversdo para a base decimal:

100000000 ..0 = 2k+1,

Entdo, (35 4 2) +1 = 2K+,

Entdo, 15,2/ = 2k+1 1.

Sheila Almeida (DAINF-UTFPR-PG) Somatérios junho - 2018 28 / 30



Usando esta idéia, vocé consegue mostrar que S5, x

<O «Fr o« > o
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Zk

i=0

% = In k + ¢, onde ¢ € uma constante.

Leia a Sec¢do A.2 (Apéndice A) do livro de Thomas H. CORMEN et al.
Introduction to Algorithms, 2 ed., 2001.
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