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Anos 600: criacao do sistema numérico decimal.
Tornou-se mais facil realizar calculos.

Propagou-se principalmente com um livro escrito por al-Khwarizmi, nos anos 800
em Bagda.

O livro apresentou métodos para realizar somas, multiplicacGes, divisGes, calcular
raizes quadradas e digitos do niimero 7.



Algoritmos

Abi ‘Abd Allah Muhammad ibn Misa al-Khwarizmi

Apresentou a primeira solucdo sistematica das equacgdes lineares e quadraticas.

E considerado o fundador da Algebra.

No século Xll, tradugbes do seu livro para latim apresentaram a notacao
posicional decimal para o Mundo Ocidental.

Escreveu sobre astronomia e astrologia.



Os métodos apresentados por al-Khawarizmi para manipula¢do algébrica (soma,
multiplicag3o, divisdo, etc.) sdo

precisos,

mecanicos,

eficientes

e corretos.

Os métodos de al-Khawarizmi sdo algoritmos.

Seu nome deu origem ao termo.




Algoritmos

Algoritmos precedem em séculos a existéncia de computadores.

Definicao

"Algoritmo € a ideia por trds dos programas de computador. E aquilo que permanece
igual se o programa estiver em Pascal rodando em um supercomputador da Cray em
Nova lorque ou se estiver em Basic rodando em um Mac em Catmandu! Um algoritmo
resolve um problema especificado pelo conjunto de instdncias que devem ser tratadas e
por quais as propriedades que a resposta deve ter.” Steven S. Skiena

.



http://www3.cs.stonybrook.edu/~algorith/video-lectures/

Século 15: o matemadtico italiano Leonardo Fibonacci trabalhou no desenvolvimento e
divulgacdo do sistema posicional decimal.

Apesar disso, Fibonacci ficou mais conhecido pela sua famosa sequéncia de ndmeros.

011235813 21 34...

Cada ntiimero é a soma dos dois anteriores.



A Sequéncia de Fibonacci é formalmente definida por

0 se n=0;
F(n)=4 1 sen=1,
F(n—1)+ F(n—2) sen>1.

Nenhuma outra sequéncia de nimeros tem sido estudada t3o extensivamente, ou
aplicada a mais campos: fisica, biologia, demografia, arte, arquitetura, mdsica, dentre
outros campos.



A Sequéncia de Fibonacci é formalmente definida por

0 se n=0;
F(n)=4 1 sen=1,
F(n—1)+ F(n—2) sen>1.
Qual o valor de F(100)?

Podemos fazer uma algoritmo que apresenta F(n) para um dado valor de n?



Formas de Representacao

Algoritmos podem ser apresentados em lingua natural, em linguagem de programacao,
como um projeto de hardware, dentre outras formas.

O importante é que a descricdo seja suficientemente precisa para que o algoritmo
possa ser reproduzido.



Algoritmo para determinar o n-ésimo nimero da sequéncia de Fibonacci:
Fibonacci(n)
Se n =0, entdo:
retorne O;
Se n =1, entdo:
retorne 1;
Se n > 1, entdo:

retorne Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2);
Para qualquer algoritmo, existem trés perguntas que devemos nos fazer:
1) Este algoritmo estd correto?

2) Quanto tempo ele demora para cada valor de n?

3) Tem como fazer melhor?



Algoritmo para determinar o n-ésimo nimero da sequéncia de Fibonacci:

Fibonacci(n)
Se n =0, entdo:
retorne 0;
Se n =1, entdo:
retorne 1;
Se n > 1, entdo:

retorne Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2);

1) Este algoritmo estd correto?

E exatamente a definicdo matematica da sequéncia de Fibonacci.



Algoritmo para determinar o n-ésimo nimero da sequéncia de Fibonacci:

Fibonacci(n)
Se n =0, ent3o:
retorne O;
Se n =1, entdo:
retorne 1;
Se n > 1, entdo:

retorne Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2);

2) Quanto tempo ele demora para cada valor de n?

O tempo de execugdo para cada valor de n, denotado por T(n), é limitado pelo
nimero de acBes executadas para a conclusdo da tarefa.



Para fazer uma previsao do tempo necessirio para a execucdo de um algoritmo,
considerando uma determinada instancia do problema, devemos:

Identificar o conjunto Q dos tipos de instrucles que devem ser executadas.

Determinar tempo(q), o tempo necessario para a execugdo de cada tipo de
instrucdo g € Q.

Determinar gtd(q): a quantidade de vezes que a instrucdo de cada tipo g € Q é
executada.

Calcular o tempo total de execucio:

T(n)= Y (qtd(q) - tempo(q))

VqeQ



Fibonacci(n)
Se n =0, entdo:
retorne O;
Se n =1, entdo:
retorne 1;
Se n > 1, entdo:

retorne Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2);

2) Quanto tempo ele demora para cada valor de n?

Neste exemplo, as instru¢bes sdo de trés tipos:
comparacgoes
somas

subtracoes

Se n <1, o algoritmo executa no maximo 2 comparacdes. Entdo
T(n) < 2 - tempo(comparagdo).



Fibonacci(n)
Se n =0, ent3o:
retorne O;
Se n =1, entdo:
retorne 1;
Se n > 1, entdo:

retorne Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2);

2) Quanto tempo ele demora para cada valor de n?

Se n > 1, s3o 3 comparacdes, duas subtra¢des e uma adi¢do, além das chamadas
recursivas. Entdo:

T(n) = 3 - tempo(comparagdo) + 2 - tempo(subtragdo)+
1-tempo(adi¢do) + T(n— 1)+ T(n—2).



Algoritmos

2) Quanto tempo Fibonacci(n) demora para cada valor de n?

Suponha tempo(q) = 1us, para qualquer tipo de operagdo q. Se n > 1, o algoritmo
demora T(n) =6+ T(n—1)+ T(n—2)us.

T(n)(em ps)

17
32
55
93
154
253
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2) Quanto tempo ele demora para n = 87

3) Tem como fazer um algoritmo melhor?



Para um mesmo problema podem existir muitos algoritmos diferentes.



Uma alternativa para calcular o n-ésimo niimero da sequéncia de Fibonacci:

Fibonacci-2(n)
Criar um vetor F[0..n]
F[0] < ©;
F[1] < 1;
Para i de 2 até n faga:
Fli] « F[i — 1]+ F[i — 2];
retorne F[n];



Uma alternativa para calcular o n-ésimo nimero da sequéncia de Fibonacci:

Fibonacci-2(n)
Criar um vetor F[0..n]
F[0] < 0;
F1] « 1;
Para i de 2 até n faca:
F[i] « Fli — 1] + F[i — 2];
retorne F[n];

1) Este algoritmo estd correto?
2) Quanto tempo ele demora para n = 87

3) Tem como fazer melhor?



Uma alternativa para calcular o n-ésimo nimero da sequéncia de Fibonacci:

Fibonacci-2(n)
Criar um vetor F[0..n]
F[0] < ©;
F[1] « 1,
Para i de 2 até n faca:
Flil < F[i = 1]+ F[i — 2];
retorne F[n];

1) Este algoritmo estd correto?

E exatamente a definicdo da sequéncia de Fibonacci.



Uma alternativa para calcular o n-ésimo nimero da sequéncia de Fibonacci:

Fibonacci-2(n)
Criar um vetor F[0..n]
F[0] < 0;
F[1] «+ 1,
Para i de 2 até n faca:
F[i] « Fli — 1] + F[i — 2];
retorne F[n];

2) Quanto tempo ele demora para n = 8?7
S30 no maximo 3 atribui¢des e 1 comparagdo para n < 1.

Mais 7 opera¢des para cada i > 2: 4 adi¢des/subtra¢des, 2 atribuicdes e 1 comparacio.



Uma alternativa para calcular o n-ésimo niimero da sequéncia de Fibonacci:

Fibonacci-2(n)
Criar um vetor F[0..n]
F[0] < O;
F1] « 1;
Para i de 2 até n faca:
Fli] < F[i — 1]+ F[i — 2];
retorne F[n];

2) Quanto tempo ele demora para n = 8?7
S30 no maximo 3 atribuicdes e 1 comparacio para n < 1.

Mais 7 opera¢des para cada i > 2: 4 adi¢bes/subtra¢des, 2 atribuigdes e 1 comparagio.

To(n) =4+7(n—1) =T7n—3pus.
Supondo tempo(q) = 1us,Vq, tem-se: T»(8) =4 + 7(7) = 53us



Vamos comparar os dois algoritmos:

n| T(n) | Ta(n)
0 1 4
1 2 4
2 9 11
3 17 18
4 32 25
5 55 32
6 03 39
7 154 46
8| 253 53




Houve uma redu¢do no nimero de instrugdes executadas pelo segundo algoritmo.

Quanto maior n, maior a diferenca entre o ndmero de instrucdes executadas pelo
primeiro e segundo algoritmo.



Uma alternativa para calcular o n-ésimo niimero da sequéncia de Fibonacci:

Fibonacci-2(n)
Criar um vetor F[0..n]
F[0] < 0;
F[1] «+ 1,
Para i de 2 até n faca:
F[i] « Fli — 1] + F[i — 2J;
retorne F[n];

3) Tem como fazer melhor?



Vamos economizar memorial

Fibonacci-2(n)

Se n =0 entdo
retorne O;

penultimo + 0;

ultimo < 1;

Para i de 2 até n faca:
tmp < ultimo;
ultimo < ultimo + penultimo;
penultimo <« tmp;

retorne ultimo;

2 atribui¢cOes a mais por execucdo do lago em troca de economizar meméria alocando 3
inteiros em vez de n+ 1 inteiros. E melhor?



Para um mesmo problema podem existir muitos algoritmos diferentes.

Conhecer seus pontos fortes e suas limitacdes pode ajudar a escolher qual algoritmo é
melhor para cada aplicac3o.



Andlise de Algoritmos

Para analisar um algoritmo e poder compara-lo a outros que resolvem o mesmo
problema, vamos avaliar sua corretude e eficiéncia.

Corretude:

Considerando qualquer instancia valida, o algoritmo termina? Para qualquer instancia,
o algoritmo apresenta a resposta esperada (de acordo com a especificagdo do
problema)?

| A

Eficiéncia

A eficiéncia do algoritmo é medida em termos da quantidade de recursos (memdria,
tempo de execugdo, nimero de processadores, acessos a disco) que o mesmo utiliza
quando é executado.




Em relacdo a eficiéncia, dois algoritmos desenvolvidos para resolver um mesmo
problema podem ser drasticamente diferentes.

Essas diferencas podem ser muito mais significativas que diferencas de hardware ou
software.



Exemplo

Considere dois algoritmos que resolvem o Problema da Ordenac3o: Insertion Sort e
Merge Sort.

Sabemos que o niimero de instrucdes basicas do computador executadas por esses
algoritmos varia conforme a quantidade de nimeros que pecisam ser ordenados.

Veremos nessa disciplina que para ordenar uma sequéncia com n nimeros, os nimeros
de instrucbes computacionais executadas sdo em média:

Insertion Sort: cin?, onde ¢ é uma constante que n3o depende de n.
Merge Sort: conlog n, onde ¢, é uma constante que n3o depende de n.

Além disso, geralmente ¢; < c.



Exemplo
Insertion Sort: cin® e Merge Sort: conlogn

Além disso, geralmente ¢; < c.

f

4000

2000

1000




Insertion Sort: cin?,

Merge Sort: cynlog n,

Apesar de 1 < ¢, 0 Insertion Sort s6 consegue ser melhor que o Merge Sort para
instancias pequenas (valor pequeno de n).

Quanto maior for n, maior é a diferenca na eficiéncia entre esses algoritmos,
destacando o desempenho do Merge Sort.

Interessante! Ja que a constante no tempo de execucdo do Insertion Sort é menor.



Exemplo
Insertion Sort: cin® e Merge Sort: conlogn

Além disso, geralmente ¢; < c.

f

4000

2000

1000




Suponha que o Insertion Sort (que executa cin? instrugdes basicas do computador) e o
Merge Sort (que executa cpnlog n instrugdes bésicas do computador) vdo ser usados
para ordenar um vetor com 1 milhdo de elementos.

Mas vamos dar alguma vantagem para o Insertion Sort:
computador do Insertion Sort: 1 bilhdo de instrucdes por segundo;
computador do Merge Sort: 10 milhGes de instrugcbes por segundo.

Ou seja, o Insertion Sort vai rodar em um computador 100 vezes mais rapido que o do
Merge Sort!



Vamos ordenar 1 milhdo de elementos e vamos dar alguma vantagem para o Insertion
Sort:

o programador do Insertion Sort é o muito habilidoso e, além disso, o algoritmo
foi implementado em linguagem de mdaquina. O resultado é uma constante

pequena na fung¢do que determina o nimero de instrugdes computacionais que
serdo executadas.

Ntmero de instrucdes que serdo executadas pelo Insertion Sort: 2n?.

o programador do Merge Sort é mediano e, para piorar, o algoritmo foi
implementado em uma linguagem de alto nivel com um compilador ineficiente. O
resultado foi uma constante ¢ alta.

Nimero de instrucdes executadas pelo Merge Sort: 50nlog n.



Vamos ordenar 1 milhdo de elementos e vamos dar alguma vantagem para o Insertion
Sort:

computador do Insertion Sort: 1 bilhdo de instrucdes por segundo;
computador do Merge Sort: 10 milhGes de instrucdes por segundo.
Insertion Sort executa um total de 2n? instrucdes.

Merge Sort executa um total de 50nlog n instrucdes.

Quem vai ser mais rapido?



. ) 2(10%)? instrucoes _
Insertion Sort: T0% nstrucBes por segundo — 2000 segundos

50(10° log(10°)) instrucoes
107 instrucdes por segundo

Merge Sort: = 100 segundos



Vamos comparar algumas fungdes comuns que representam nimeros de instrucoes

executadas por um algoritmo para resolver problemas computacionais.

y [ 100 | 1000 | 10% ] 10° |
log n 2 3 4 6
n 100 1000 10* 10°
nlogn 200 3000 4.10% 6-10°
n? 10% 108 108 1072
100n% +15n | 1,0015-10° | 1,00015- 108 ~ 1010 ~ 10™
2" ~1,26-10% | =~ 1,07-10% | ~ 2.103%10 [ ~ 10301030




Vejamos quanto tempo alguns algoritmos demoram para ser executados em um

computador que processa 1 milhdo de operagdes por segundo:

[instrucdes [ n=10] n=20] n=30] n=40] n=50]
n 0,00001 s | 0,00002 s | 0,00003 s | 0,00004 s | 0,00005 s
n 0,0001s | 0,0004s | 0,0000s| 0,0016s| 0,0025s
P 0.00ls | 0,008s| 0027s| 0064s]| 0,125s
n° 0,1s 3,2s 24,3 s 1,7 min 5,2 min
2" 0,001 s 1,04s | 17,9 min | 12,7 dias | 35,7 anos
3" 0,059 s 58 min | 6,5 anos | 3.855 séc 108 séc




Para desenvolver algoritmos eficientes é preciso preocupar-se com o nimero de
instrucdes que sdo executadas para resolver o problema.

Objetivos

conhecer técnicas de projeto de algoritmos;
saber calcular o nimero de instruces que serdo executadas pelo algoritmo;

saber identificar se o algoritmo projetado é eficiente e utiliza quantidade adequada
de recursos para resolver o problema.



Andlise de Algoritmos

Estamos interessados em avaliar a eficiéncia de um algoritmo.

A eficiéncia do algoritmo é medida em termos da quantidade de recursos (memoéria,
tempo de execu¢do, nimero de processadores, acessos a disco) que o mesmo utiliza
quando é executado.

Na maioria dos casos, vamos medir a eficiéncia em tempo de execucao.



A andlise de um algoritmo depende do modelo computacional adotado.

E de acordo com o modelo computacional que se define quais sdo os recursos
disponiveis e quanto custam.

Modelo RAM - Random Access Machine
Simula mdquinas convencionais.
Um Unico processador que executa instrucdes sequencialmente.

Operagdes aritméticas basicas (somas, subtragdes, multiplicagdes e divisGes),
atribuicOes e compracdes sio feitas em tempo constante.



X1 X2 X3 \ Xg | X5 Xn1 | Xn

fita somente de leitura (entrada)

i [contador ry acumulador

i | programa ry :

' Programa 3 3

: 4 '

‘ s :

1 Memo6ria 3
A ' Vy V3 \ .

fita somente de escrita (saida)

Fonte: A. Aho; J. Hopcroft; J. Ullman. The Design and Analysis of Computer Algorithms, 1974



No modelo RAM o programa nao é armazenado na memoria, entdao o espago que ele
ocupa ndo é contabilizado no gasto de meméria.

Instrucdes existentes em computadores reais podem ser incorporadas ao modelo RAM

sem alterar a ordem de grandeza da complexidade dos problemas®.

1A. Aho; J. Hopcroft; J. Ullman. The Design and Analysis of Computer Algorithms, 1974



Para fazer uma previsdo do tempo necessério para a execucdo de um algoritmo em
determinado modelo computacional, considerando uma determinada instancia do
problema, devemos:

Identificar o conjunto @ das instrucdes computacionais basicas do modelo.
Determinar t(q), o tempo necessario para a execugdo de cada instrugdo g € Q.
Determinar f(q), a quantidade de vezes que cada instrugcdo g € Q é executada.

Calcular o tempo total de execucdo:

> f(@)-t(q)

YgeQ



Exemplo: anilise do Algoritmo de Ordenac3o por Inserc3o.

Quantas operacdes de comparacdo sdo executadas no Insertion Sort?

Algoritmo Ordenacao por Insercao
Entrada: v[l..n]; n;
Para i de 2 a n faca:

jeio1

Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] faga:
J—Jj-1

t < v[i]

Para kde i — 1 a j+ 1 faga:
vlk 4+ 1] < v[k]
v[j+ 1]t



Exemplo: anilise do Algoritmo de Ordenac3o por Inserc3o.

Quantas operagdes de comparacdo sdo executadas no Insertion Sort?
Depende da instancia.

Algoritmo Ordenacao por Insercao
Entrada: v[l..n]; n;
Para i de 2 a n faca:

jeio1

Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] faga:
J—Jj-1

t < v[i]

Para kde i — 1 a j+ 1 faga:
vlk 4+ 1] < v[k]
v[j+ 1]t



Podemos considerar todas as instancias possiveis!
Seria uma tarefa bastante ardua! Quantas entradas possiveis existem?

Vamos usar uma medida da entrada, que chamamos de tamanho da entrada.
A andlise dos algoritmos serd em fun¢do do tamanho da entrada.
O tamanho da entrada é normalmente denotado por n.

Em geral, o tamanho da entrada é uma medida da quantidade de meméria
necessdria para armazenar a entrada.



Tamanho da entrada

Deve-se considerar as unidades basicas das estruturas de dados que serdo
manipuladas pelo algoritmo:

» em uma ordenacdo em um vetor, o nimero de elementos;

» no célculo com ndmeros muito grandes (para astronomia, por exemplo), a
quantidade de digitos dos niimeros;

» em um grafo, a quantidade de vértices e arestas.



O algoritmo pode n3o se comportar exatamente da mesma forma para todas as
instancias de tamanho n.

Nés teremos que escolher, dentre todas as instancias possiveis, qual queremos usar
como indicativo do tempo de execucdo do algoritmo.



Escolha das instancias para analise

Normalmente, considera-se:

a entrada do melhor caso, aquela que faz com que o algoritmo execute o menor
nimero de instrugGes para dar a resposta;

a entrada de caso médio, aquela que exige um tempo de execu¢do que é
aproximadamente a média dos tempos de execucdo de todas as possiveis entradas;
ou

a entrada de pior caso, aquela que faz o algoritmo demorar mais (executar mais
instru¢des) para dar a resposta.



Sobre a entrada de melhor caso

A anilise com entrada de melhor caso geralmente n3o representa o que ocorre com o
tempo de execu¢ao de um algoritmo na maior parte dos casos.

A maioria dos problemas tem uma instancia para a qual a sua solucdo é trivial.



Sobre a entrada de caso médio

Existem alguns casos famosos em que a analise realizada com entradas de caso médio
apresenta resultados bem melhores que a andlise com entradas de pior caso.

Alguns problemas sdo intratdveis no pior caso, mas as entradas que explicitam esse
comportamento podem raramente ocorrer na pratica.

A complexidade de caso médio pode ser uma medida mais precisa da performance
desses algoritmos.



Sobre a entrada de caso médio
Poderia ser uma boa escolha! Mas...

O que é uma entrada do caso médio? Nem sempre é claro o que é uma entrada de
caso médio.

Que parametros serdo usados para se tirar a média?

Se n3o tomarmos cuidado, podemos considerar como entrada de caso médio um tipo
de entrada que nunca ocorre na pratica.

E dificil avaliar o desempenho de entradas de caso médio. Geralmente, exigem maior
habilidade matematica.



Sobre a entrada de pior caso

A andlise com entrada de pior caso fornece um limite superior para o tempo de
execucdo do algoritmo. Conhecer esse limite é ter uma garantia de que o algoritmo
ndo vai demorar mais do que essa medida.

Em alguns casos, o pior caso ocorre com frequéncia: na busca em um banco de
dados, o pior caso é quando o dado n3o estd no banco.



Sobre a entrada de pior caso

Frequentemente, os resultados da andlise com entradas de pior caso sao muito
proximos dos obtidos com entradas de caso médio ou através de observacoes
experimentais.

Mesmo quando a andlise com entradas de pior caso tem resultados diferentes da
andlise com entradas de caso médio, o algoritmo que tem o melhor desempenho
no pior caso também tem desempenho muito bom com as demais instancias.



Para o Algoritmo de Ordenag3o por Insercdo, apresente uma instancia
de melhor caso;
de pior caso;

e de caso médio.



Algoritmo Ordenacao por Insercao
Entrada: v[1..n]; n;
Para / de 2 a n faca:

j—i—1

Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] faca:
J=J—1

t « v][i]

Para k de i — 1 a j 4+ 1 faca:
vik + 1] < v[k]

vj+ 1]+t



Para o Algoritmo de Ordenag3o por Insercdo, apresente uma instancia
de melhor caso: vetor em ordem crescente.
de pior caso: vetor em ordem decrescente.

e de caso médio:
> quando v[i] é considerado, tem a mesma chance de ser inserido em qualquer posi¢do
de v[1] a v[i];
> estatisticamente, a chance de v[i] ser inserido na posicdo j € [1,i] é 1/i;
P> entdo o tempo médio de execugdo do algoritmo nesse caso, é a média de quantas
instrucdes sdo executadas para se inserir v[i] na posicdo j, para cada j € [1,1].



Para o Algoritmo de Ordenag3o por Insercdo, apresente uma instancia
de melhor caso: vetor em ordem crescente.
de pior caso: vetor em ordem decrescente.

e de caso médio:
> quando v[i] é considerado, tem a mesma chance de ser inserido em qualquer posi¢do
de v[1] a v[i];
> estatisticamente, a chance de v[i] ser inserido na posicdo j € [1,i] é 1/i;
P> entdo o tempo médio de execugdo do algoritmo nesse caso, é a média de quantas
instrucdes sdo executadas para se inserir v[i] na posicdo j, para cada j € [1,1].



Algoritmo Ordenacao por Insercao
Entrada: v[1..n]; n;
Para / de 2 a n faca:

j—i—1

Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] faca:
J=J—1

t « v][i]

Para k de i — 1 a j 4+ 1 faca:
vik + 1] < v[k]

vj+ 1]+t



Pergunta: Quantas instrugdes bésicas do modelo computacional RAM (operagdes
aritméticas bdsicas, atribuicdes e comparagdes) sdo executadas pelo Algoritmo de
Ordenacdo por Insercdo, considerando uma entrada de tamanho n de pior caso?



Algoritmo Ordenacao por Insercao
Entrada: v[1..n]; n;
Para / de 2 a n faca:
j—i—1
Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] faca:
J=J—1
t < v][i]
Para k de i —1 a j + 1 faca:
vik + 1] < v[k]
vj+ 1]+t

20 e+ (n—1)=n(n-1)+(n—-1)=(n+1)(n—1)=n*—1
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Algoritmo Ordenacao por Insercao
Entrada: v[1..n]; n;
Para / de 2 a n faca:
j—i—-1
Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] faca:
JJj—1
t < v[i]
Para k de i — 1 a j + 1 faca:
vik 4+ 1] < v[k]
vj+ 1]+t

Total: 5n% + 8n — 11



Algoritmo Ordenacao por Insercido
Entrada: v[1..n]; n;
Para / de 2 a n faca:

j—i—1

Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] faca: >zl )/i
jej-1 >izal )/i

t < v[i]

Para k de i —1 a j + 1 faca: Zj’;é( )/i
vlk +1] < v[k] >zl )/i

vj+ 1]+t



Algoritmo Ordenacgao por Insercao
Entrada: v[l..n|; n;
Para / de 2 a n faca:
j+—i—1
Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] faca:
J—Jj—1
t < v][i]
Para kde i — 1 a j+ 1 faca:
vik + 1] < v[k]
vj+ 1]+t

Total: 2n%2 + 13n— 13



A Complexidade de Espaco é medida em funcdo da quantidade de meméria auxiliar e
total necessaria para a execu¢do do algoritmo.

Na memoédria auxiliar ndo sdo considerados os espagos necessarios para:
o préprio programa;
a entrada;

e a saida.



O armazenamento do préprio programa é desconsiderado pois é independente do
tamanho da entrada.

Os armazenamentos da entrada e da saida n3o s3o considerados pois, na
comparacao de diferentes algoritmos que resolvem o mesmo problema, todos
ocupam a mesma quantidade de memoria para armazenamento da entrada e da
saida.



Da mesma forma que na complexidade de tempo, pode-se fazer uma andlise com a
entrada de tamanho n de melhor caso, caso médio ou pior caso.

Um algoritmo A; que necessite de f1(n) = 10n unidades de meméria é um algoritmo
com complexidade de espaco linear em funcdo do tamanho da entrada.

Um algoritmo Az que necessite de f(n) = 50 unidades de meméria (independente do
valor de n) é um algoritmo com complexidade de espaco constante em fun¢do do
tamanho da entrada.

Observe que se n > 5 o algoritmo A, utiliza menos memdria que o algoritmo A; para
resolver o problema.



Considere o Algoritmo de Ordenac3o por Inserc3o:

Algoritmo Ordenacao por Insercao
Entrada: v[l..n]; n;
Para j de 2 a n faca:

j+—i—1

Enquanto j > 0 && v[i] < v[j] facga:
J=J-1

t <« v][i]

Para kdei—1aj+1 faca:
vik 4+ 1] < v[k]
vj+ 1]+t



No Algoritmo de Ordenagdo por Insercdo, independente de a entrada ser de melhor
caso, caso médio ou pior caso, o espaco utilizado para memdria auxiliar é:

1 inteiro, para armazenar a variavel /;
1 inteiro, para armazenar a variavel j;
1 inteiro, para armazenar a variavel k;
e 1 inteiro, para armazenar a varidvel t.

Logo, o algoritmo de ordenacgado por insercdo utiliza uma quantidade de meméra auxiliar
constante (4 vezes o tamanho de um inteiro), independente do tamanho da entrada.

A fungdo que descreve a quantidade de memdria auxiliar do algoritmo de ordenacio
por insercdo é f(n) = 4 e, portanto, é constante em relagdo ao tamanho da entrada.



No Algoritmo de Ordenacdo por Insercdo, independente de a entrada ser de melhor
caso, caso médio ou pior caso, o espaco total utilizado da meméria é:

1 inteiro, para armazenar a variavel /;

1 inteiro, para armazenar a variavel j;

1 inteiro, para armazenar a variavel k;

1 inteiro, para armazenar a varidvel t;

e n+ 1 inteiros para armazenar a quantidade de nimeros da sequéncia e quais sdo
esses nlimeros.

O algoritmo de ordenacgdo por inser¢do utiliza uma quantidade de meméra total linear
((n+ 5) vezes o tamanho de um inteiro), onde n é o tamanho da entrada.

A func3o que descreve a quantidade total de memdria usada pelo algoritmo de
ordenagdo por inser¢do é g(n) = n+ 5, que é linear em fun¢do do tamanho da entrada.
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